EXERCICES SUR LES FONCTIONS POLYNOMES

Vrai/Faux

Parmi les 5 affirmations suivantes, dites s elles sont vraies ou fausses. Si elles sont vraies, les démontrer, s
elles sont fausses, donner un contre-exemple.

A1l. Si unefonction polyndme est de degré 3, alors son carré est de degré 9.

A2. Unefonction polynéme admet toujours une racinerédlle.

A3. Lafonction polynéme P définie par P(X) = x° + x* + 7x + 1 n'a pas de racines positives.

A4. Deux fonctions polyndmes qui ont |es mémes racines sont égales.

A5. S a est uneracine de deux fonctions polyndmes R et S, alors R(x) — S(x) est factorisable par x — a.

Exercice 1
Démontrer que la fonction polynéme P définie par P(x) = x* + x — 1 posside une racinerédlea < [0; 1].

(Il n'est pas demandé de la calculer)

Exercice 2
On considére les fonctions f et g définies sur R par f(X) = X et g(x) = X* + x — 1. On note C; et C, leurs
représentations graphiques respectives.

Calculer coordonnées des points d'intersections de C; et Cy.

Exercice 3
On considére la fonction P définie par P(x) = (¢ +1)° — (4x + 2)".
1. Montrer que P est une fonction polynéme dont on précisera le degré.

2. Résoudre|'équation P(x) = 0.

Exercice 4
On considére la fonction polynéme P définie P(x) = = + 6x* — 9x + k ol k est un nombre rédl.
1. Déerminer lavaleur du réel k pour x = 4 soit une racine de P.

2. Pour lavaleur de k obtenue ala question 1), résoudre I'inéquation P(x) < 0.

Exercice 5

—2x%+3x-10
—x3+7x%-14x+8

Résoudre I'inéquation

(On pourra, sil y alieu, factoriser le numérateur et le dénominateur puis faire un tableau de signes)

Exercice 6

On considére lafonction polynéme P définie par : P(x) = x> — 5x° + 3x + 1.
Onnotea, P ety sesracines (ellesexistent ).

1. Ecrireen fonction de a, B et y laforme (totalement) factorisée de P(x).
2. Montrer quea+B+y=5ap +Py+ay=3e afy=-1.

3. Sachantquea =2- V5 e B =1, calculer (smplement) latroisiémeraciney.
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Exercice 7

Le but de cet exercice est de montrer qu'un entier N est divisible par 9 s et seulement si la somme de ses
chiffres est divisible par 9.

A l'entier N qui Sécrit a,a,;...a,180 dans le systéme décimal, on associe le polynéme P(X) = ax" + a, X" +
.. + @ + ax + ap, ains N = P(10)

Un exemple:

Au nombre N = 9873, on associe lafonction polynéme P(x) = 9x° + 8x* + 7x + 3, ainsi N = P(10).

1. Soit Slasomme des chiffres de N. Montrer que S= P(1).

2. On pose P'(X) = P(X) — S Montrer que 1 est une racine de P'(x).

3. Endéduire que P(x) = (x — 1)Q(X) + Sou Q est une fonction polyndme de degré n — 1.

4. Montrer que N = 9Q(10) + S En déduire que N est divisible par 9 si et seulement st Sest divisible par 9.

Exercice 8
3 3
On considére I'expression f(x) = (x+\/1+ xz) + (x—\/1+ xz)

1. Démontrer que (a+ b)® =a’+ 3a’b + 3ab?+ b® et (a—b)® =a®-3a’b+ 3ab’ - b°.
2. Démontrer que f est une fonction polynéme dont on préciserale degré.

3. Résoudrel'inéguation f(x) = 0.

Exercice 9

On considére lafonction polynéme P définie par P(x) = x* + x® — 7x* — 13x — 6.

1. Qud estledegrédeP ?

2. Montrer que x = —1 est uneracine de P.

3. Déerminer une fonction polyndme Q du troisieme degré telle que P(x) = (x + 1)Q(X).

4. Déterminer lesracines de Q. [On pourra sinspirer des questions précédentes.]
5

. Résoudre I'inéguation P(x) = 0.

Exercice 10

Résoudre x* —6x%> +8=0¢et x*— x> -12=0

Exercice 11

Soient f et g les fonctions définies par f(x) =1 —x* et g(X) = x>— 4x + 2 pour tout x réel.
On note C; et Cy leurs courbes représentatives respectives dans un repére (O, 1, ] ).

1. Dresser lestableaux devariationsde f et g.

2. Résoudrel'inéquation g(x) < O et interpréter graphiquement.

3. Tracer C; et Cy en précisant les coordonnées des points d'intersection éventuels.

Exercice 12

Factoriser (sur R) : PX) = x*-1
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Exercice 13

—2x3+11x% - 7x-20
x?-2x-3 '

On donnela fonction rationnelle F définie par : F(x) =
1. Qud est I'ensemble de définition de F ?
2. Factoriser le numérateur et le dénominateur de F, puis simplifier I'expression de F(x).

3. Résoudrel'inéguation F(x) = 0.

Exercice 14
Résoudre les équations :
x>+ x>+ x+ 1=0. (On pourraremarquer que x>+ x°= x*(x + 1))

3x%+ x?+ 3x+ 1=0. (On pourraremarquer que 3x°+ x*= x*(3x + 1))

Exercice 15

Déerminer une fonction polyndme P de degré 3 admettant 1, —3 et — 4 pour racines et telle que P(2) = 90.

Exercice 16
On considére la fonction polynéme définie par :

Q) =2x3-7x+ 2.
1. Vérifier que—2 est uneracine de Q.

2. Factoriser Q et résoudre I'équation Q(x) = 0.

Exercice 17
X2 +2x° -3

On donne lafonction rationnelle F définie par : F(X) = —————.
—-2X°-3x+5

1. Qud est I'ensemble de définition de F ?
2. Factoriser le numérateur et le dénominateur de F, puis simplifier I'expression de F(x).

3. Résoudrel'inéguation F(x) < 0.

Exercice 18
On considére la fonction polynéme P définie par :
P(x) = —2x3— 3x%+ 12x + 20
1. Vérifier que L = -2 est uneracine de P.
2. En déduire une factorisation maximale de P.

3. Résoudrel'inéquation : 3x(4 — x) < 2( x*— 10)

Exercice 19
On considére la fonction polynéme P définie par :
P(X) = x* - 2x* — 9x + 18.
1. Calculer P(2). En déduire que x; = 2 est uneracine de P.
2. Factoriser P.
3. Résoudrel'inéguation P(x) = 0.
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Exercice 20

Résoudre |'équation suivante:: X = (J+M)x+IM=0

(Par exemple, si ladate de naissance est le 4 Mars (J = 4 et M = 3), il faut résoudre I'équation x> — 7x + 12 = 0)

Exercice 21

Résoudre I'inéguation suivante :

X' (LM +27) X+ (M 427> 0

(Avec I'exemple ci-dessus (M = 3), I'inéquation devient x*— 17 x*+ 16 = 0)

Indication : on pourra poser X = x?, puis factoriser et enfin faire un tableau de signes...

Exercice 22

Soit f lafonction définie sur R par £(X) = — x*+ 3M x*— 3(|\/|2—1)X+J

(Avec toujours le méme exemple (J = 4 et M = 3), lafonction f sécrit : f(X) = — x>+ 9 X — 24x + 4)

1. Calculer ladérivée f'delafonction f et éudier son signe.

2. Dresser letableau de variation delafonction f. (On ne précisera pas les valeurs des éventuel's extremums...)

Exercice 23

Le but de I'exercice et d'établir I'égalité suivante: 3/2+5 +32-/5=1

1. Onposeo = 32++5 et f=32-+5. Caculer o®+ p% et af.

2. Démontrer que, pour tousrédsAet B, ona:

(A% + B = (A+ B)(A?— AB + B puisque (A%+B% = (A+ B)((A+ B)?— 3AB)

3. Endéduire, queleréel o + B est solution de I'équation x3+ 3x — 4 = 0.

4. Résoudre 'équation x°+ 3x — 4 = 0 puis conclure.

Exercice 24

1. Factoriser, sur R, I'expression : x* — 1.

. . . 1 B
2. Déterminer lesreelsA, Bet C telsque: ———= A + 2X+C .
x°-1 x-1 x“+x+1

Exercice 25
) 1 R .
Soit A(n) = oune N
n(n+1)
1. Déterminer deux rédsa et btelsque: A(n) = a, L
n n+l

o1

2. Exprimer, en fonction de n, la somme suivante : Z—
~ k(k+1)
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Exercice 26
4 14 H . 3 5 7
Résoudre |'équation : X+ X+ xX°+ x'=0

(Indication : peut-il y avoir une solution strictement positive ? Et une solution strictement négative ?)
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